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ПЕРЕДМОВА

Диференцiальнi рiвняння й методи дослiдження їхнiх роз-
в’язкiв широко використовують у рiзноманiтних галузях i роз-
дiлах сучасної науки й технiки. Саме тому навчальна дисциплi-
на «Диференцiальнi рiвняння» займає чiльне мiсце у пiдготовцi
фахiвцiв з iнформатики, математики, прикладної математики
тощо.

Пропонований посiбник охоплює основну частину унiвер-
ситетської програми з диференцiальних рiвнянь для студентiв
напрямiв пiдготовки «iнформатика», «прикладна математика»,
але може бути використаний також студентами iнженерно-
технiчних вищих навчальних закладiв.

Метою посiбника є ознайомлення студентiв з основними по-
няттями, твердженнями, методами та застосуваннями теорiї
диференцiальних рiвнянь, сприяння глибокому засвоєнню тео-
ретичного матерiалу з допомогою розв’язаних прикладiв i за-
дач рiзного рiвня складностi, пiдготовка їх до самостiйної ро-
боти з науковою лiтературою.

Посiбник має вигляд курсу з 24 лекцiй, якi умовно мо-
жна подiлити на 5 роздiлiв: «Звичайнi диференцiальнi рiв-
няння першого порядку», «Звичайнi диференцiальнi рiвнян-
ня вищих порядкiв», «Системи звичайних диференцiальних
рiвнянь», «Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними
першого порядку», «Стiйкiсть розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь».

Те, що авторами названо «лекцiями», можна вважати ними
умовно — передовсiм через обсяг, який не завжди вiдповiдає
двом академiчним годинам, а також через нерiвномiрно розпо-
дiлений матерiал. Насправдi, термiн «лекцiя» — це радше пев-
ний тематично об’єднаний матерiал, який може бути основою
для справжньої лекцiї та вiдповiдного практичного заняття.

Важливi поняття, теореми, методи iлюструються приклада-
ми та задачами. Кiнець розв’язаних прикладiв i задач позна-
чається символом �, але у тих випадках, де було ймовiрним
«загубити» вiдповiдь серед тексту, її написано в кiнцi прикла-
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ду чи задачi.
Знак � означає завершення доведення теореми.
Кожна лекцiя супроводжується питаннями для контролю

та самоконтролю засвоєння матерiалу та вправами, якi у поєд-
наннi з iншими збiрниками можуть бути основою для проведе-
ння практичних занять з певної теми. Посiбник може викори-
стовуватись i як довiдник, чому сприяє детальний предметний
покажчик.

У додатках до роздiлiв для майже всiх розв’язаних у вiдпо-
вiдних темах прикладiв наводяться їх розв’язання з допомогою
пакета символьних обчислень Maple. З основами роботи з ним
читач може ознайомитись у додатку 6.

У списку лiтератури читач знайде перелiк лiтературних
джерел, у яких питання, висвiтленi у цьому посiбнику, викла-
денi по-iншому або бiльш повно.

Сподiваємось, що цей посiбник допоможе студентам в ово-
лодiннi важливими роздiлами сучасної математики, а також
буде корисним для викладачiв пiд час роботи зi студентами.

У другому виданнi виправлено помiченi недолiки i помилки
та оновлено рекомендовану лiтературу.

Автори висловлюють щиру вдячнiсть рецензентам профе-
сорам М. I. Iванчову, П. I. Каленюку, В. М. Мойсишину за ко-
риснi критичнi зауваження й методичнi поради, якi безумовно
сприяли покращенню якостi рукопису.

Усi критичнi зауваження, рекомендацiї й побажання з
вдячнiстю будуть сприйнятi авторами та врахованi для по-
кращення змiсту наступних видань посiбника. Усю iнфор-
мацiю просимо надсилати на e-mail: tarasgoy@yahoo.com,
makhney1@yahoo.com.
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Лекцiя 14. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного
рiвняння.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод Кошi.
4. Метод невизначених коефiцiєнтiв.

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неод-
норiдного рiвняння. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне дифе-
ренцiальне рiвняння

L[ y ] ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + . . .

. . .+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = f(x) (14.1)

i вiдповiдне однорiдне рiвняння

L[ y ] = 0. (14.2)

Виявляється, що загальний розв’язок лiнiйного неоднорiд-
ного рiвняння (14.1) завжди можна знайти, якщо вiдомi загаль-
ний розв’язок рiвняння (14.2) i будь-який частинний розв’язок
рiвняння (14.1). Це випливає з такого твердження.

Теорема 1. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (14.1) дорiвнює сумi будь-якого його частинного роз-
в’язку та загального розв’язку однорiдного рiвняння (14.2).
Доведення. Нехай Y = Y (x) — вiдомий частинний розв’язок
рiвняння (14.1), тобто L[Y ] ≡ f(x). Виконаємо замiну y = z+Y,
де z = z(x) — нова шукана функцiя. Пiдставляючи її у (14.1)
та враховуючи лiнiйнiсть оператора L, одержуємо, що L[ y ] =
= L[ z + Y ]=L[ z ] + L[Y ]=f(x). Оскiльки L[Y ] = f(x), то

L[ z ] = 0, (14.3)

тобто z — розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (14.2). Тодi
згiдно з Основною теоремою (лекцiя 12) загальним розв’язком
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рiвняння (14.3) є z = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, де y1, y2, . . . ,
yn — деяка фундаментальна система розв’язкiв цього рiвняння,
а C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi. Таким чином,

y = C1y1 +C2y2 + . . .+ Cnyn + Y. (14.4)

Покажемо, що формула (14.4) визначає загальний розв’язок
рiвняння (14.1). Згiдно з означенням загального розв’язку ди-
ференцiального рiвняння n-го порядку для цього потрiбно по-
казати, що з (14.4) при належному виборi сталих C1, C2, . . . , Cn
можна одержати розв’язок, який задовольняє довiльнi поча-
тковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 .

Послiдовно диференцiюючи (14.4), знаходимо:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn + Y,

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n + Y ′,

· · · · · · · · ·
y(n−1) = C1y

(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + . . . + Cny

(n−1)
n + Y (n−1).

Пiдставляючи в цю систему x = x0, матимемо неоднорiдну си-
стему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими C1, C2, . . . , Cn, ви-
значником якої є W (x0). Оскiльки y1, y2, . . . , yn — фундамен-
тальна система розв’язкiв, то W (x0) 
= 0. Таким чином, сталi
C1, C2, . . . , Cn з отриманої системи визначаються однозначно,
а тому розв’язок (14.4) справдi є загальним. �

Теорема 2. Нехай права частина лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (14.1) є сумою двох доданкiв, тобто

L[ y ] = f1(x) + f2(x). (14.5)

Якщо y1 — частинний розв’язок рiвняння L[ y ] = f1(x), а y2 —
частинний розв’язок рiвняння L[ y ] = f2(x), то y1 + y2 є ча-
стинним розв’язком рiвняння (14.5).
Доведення теореми випливає з того, що

L[ y1 + y2 ] = L[ y1 ] + L[ y2 ] ≡ f1(x) + f2(x). �
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нянь (умова Лiпшiца), теоретичної механiки.
ЛIУВIЛЛЬ Жозеф (Liouville Joseph; 1809–1882) — французь-

кий математик. Автор важливих праць з комплексного аналiзу, тео-
рiї чисел, диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського–Лiу-
вiлля). Першим строго довiв неiнтегровнiсть у квадратурах деяких
класiв диференцiальних рiвнянь. Разом зi Ж. Штурмом розробив
теорiю крайових задач на власнi значення для лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку (задача Штурма–Лiувiлля).
ЛЯПУНОВ Олександр Михайлович (1857–1918) — росiй-

ський математик i механiк. Засновник математичної теорiї стiйкостi
руху, автор важливих дослiджень про фiгури рiвноваги рiдини, що
рiвномiрно обертається.
НЬЮТОН Iсаак (Newton Isaac; 1643–1727) — англiйський фi-

зик, математик, механiк, астроном. Заклав теоретичнi основи меха-
нiки i астрономiї, вiдкрив закон всесвiтнього тяжiння, разом iз Лей-
бнiцем уважається творцем диференцiального та iнтегрального чи-
слень. Винайшов метод iнтегрування диференцiальних рiвнянь роз-
виненням їхнiх розв’язкiв у степеневi ряди.
ОСТРОГРАДСЬКИЙМихайло Васильович (1801–1862) —

український i росiйський математик (родом з Полтавщини), член Пе-
тербурзької Академiї наук та багатьох закордонних академiй наук.
Розв’язав низку важливих задач математичної фiзики, теорiї звичай-
них диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського–Лiувiлля),
варiацiйного числення, теоретичної механiки. Запропонував спосiб
зведення неоднорiдної крайової задачi до однорiдної.
ПЕАНО Джузеппе (Peano Giuse; 1858–1932) — iталiйський ма-

тематик. Запропонував систему аксiом арифметики, довiв теорему
iснування розв’язку задачi Кошi для диференцiального рiвняння з
неперервною правою частиною.
ПУАНКАРЕ Анрi Жюль (Poincare Henri Jules; 1854–1912) —

французький математик, фiзик, астроном i фiлософ. Автор понад
1000 праць з диференцiальних рiвнянь, теорiї потенцiалiв, матема-
тичної фiзики, небесної механiки. Один iз засновникiв якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь.
ПФАФФ Йоганн Фрiдрiх (Pfaff Johann Friedrich; 1765–

1825) — нiмецький математик i астроном. Вiдомий дослiдженнями
з теорiї диференцiальних рiвнянь (рiвняння Пфаффа).
РАУС Едвард Джон (Routh Edward John; 1831–1907) — ан-

глiйський механiк i математик. Вiдомий працями з теоретичної ме-
ханiки. Займався проблемами стiйкостi рiвноваги i руху (критерiй
Рауса–Гурвiца). Встановив спецiальний алгоритм для визначення



ВIДОМОСТI ПРО ВЧЕНИХ, ЯКI ЗГАДУЮТЬСЯ У ПОСIБНИКУ 351

кiлькостi коренiв алгебричного рiвняння, якi мають додатнi дiйснi
частини (теорема Рауса).
РIККАТI Джакопо Франческо (Riccati Jacopo Francesco;

1676–1754) — iталiйський математик та iнженер. Основнi працi сто-
суються iнтегрального числення й диференцiальних рiвнянь, зокре-
ма iнтегровностi у квадратурах одного класу диференцiальних рiв-
нянь першого порядку (спецiальне рiвняння Рiккатi).
СИЛЬВЕСТР Джеймс Джозеф (Sylvester James Joseph;

1814–1897) — англiйський математик. Основнi працi з алгебри (кри-
терiй Сильвестра), теорiї чисел, теорiї ймовiрностей, механiки i ма-
тематичної фiзики.
ТЕЙЛОР Брук (Taylor Brook; 1685–1731) — англiйський ма-

тематик. Вивiв загальну формулу (формула Тейлора) розвинення
функцiй у степеневi ряди (ряди Тейлора), започаткував математич-
ну теорiю коливання струни.
ФРЕДГОЛЬМ Ерiк Iвар (Fredholm Erik Ivar; 1866–1927) —

шведський математик. Засновник загальної теорiї лiнiйних iнте-
гральних рiвнянь (рiвняння Фредгольма, теореми Фредгольма).
ФУР’Є Жан Батист Жозеф (Fourier Jean Baptiste Joseph;

1768–1830) — французький математик. Найвагомiшi результати
отримав у математичнiй фiзицi. Зокрема, вивiв диференцiальне рiв-
няння теплопровiдностi, розробив метод розв’язування цього рiвнян-
ня при певних крайових умовах (метод Фур’є). Його iдеї стали по-
тужним iнструментом математичного дослiдження найрiзноманiтнi-
ших задач, пов’язаних з хвилями i коливаннями.
ХОПФ Еберхард (Hopf Eberhard; 1902–1983) — нiмецький i

американський математик. Основнi роботи стосуються теорiї дина-
мiчних систем i диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
ШТУРМ Жак Шарль Франсуа (Sturm Jacques Charles

François; 1803–1855) — швейцарський математик. Основнi працi при-
свяченi задачам математичної фiзики та пов’язаним з ними крайо-
вим задачам на власнi значення для звичайних диференцiальних рiв-
нянь (задача Штурма–Лiувiлля). Заклав основи теорiї коливностi
розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь.
ЯКОБI Карл Густав Якоб (Jacobi Carl Gustav Jacob; 1804–

1851) — нiмецький математик. Йому належать вiдкриття в теорiї чи-
сел, алгебрi, варiацiйному численнi, iнтегральному численнi та тео-
рiї диференцiальних рiвнянь. Дослiджував диференцiальнi рiвняння
динамiки, розробив новi методи їх розв’язування.
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